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摘要: 利用坐标空间的实稳定方法，求解了一维势场中单粒子散射态与其中共振态的本征值问题，由得到的单粒子本征

波函数进一步给出相应的 Wigner 函数，分析了单粒子散射态与其中共振态的相空间分布特征．发现除了本征能量与本征波函

数存在差异，Wigner 函数在相空间的具体分布行为也可用于区分单粒子共振态与一般的散射态，在相关的量子测量实验中可

能用作确定量子态的特征判据．
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在量子力学中，单个粒子( 或体系) 的量子态是

不能观测的，但对于在同样实验条件下制备出来的

粒子( 或体系) 所构成的系综而言，量子态的测量是

有意义的．而在测量量子态的实验中，发现 Wigner
函数可以作为一个定量描述量子态的特征量，它与

波函数或密度矩阵等价，能够直接从实验中测量得

到．Wigner 函数是定义在相空间中的一个实函数，它

具有准概率分布函数的性质，但是 Wigner 函数并非

粒子坐标和动量的联合分布，因为这违反了海森伯

不确定度关系．特别是 Wigner 函数既可以取正值，

也可 以 取 负 值，而 取 负 值 正 是 非 经 典 性 质 的 反

映［1，2］．实验上，若测量得到负值的 Wigner 函数，可

以认为其对应于非经典场的统计［3］．而对于准经典

态，Wigner 函数值恒大于等于零．
曾谨言所著《量子力学 卷 II》［1］教材中举例

给出了一 维 谐 振 子 的 基 态 和 低 激 发 态 的 Wigner
函数，此外也有文献讨论了无限深方势阱中单粒

子的 Wigner 函数［4］．但在更一 般 的 研 究 中，量 子

体系的势场深度通常是有限的，其能谱既包含有

束缚态，也包含散射态 ．不同于束缚态，坐标表象

下散射态波函数可以在势阱外无限延展 ．但在散

射态中 也 存 在 一 类 特 殊 的 能 量 本 征 态，即 共 振

态，其波函数主要分布于势阱内，并且相关能级

寿命比较长，类似于束缚态 ．因此，进一步研究单

粒子共振态与一般散射态的 Wigner 函数分布，拓

展教材中的相关讨论，将有助于加深对量子态问

题的认识 ．研 究 共 振 态 的 理 论 方 法 主 要 有 两 类，

一类是传统的散射 理 论，如 Ｒ 矩 阵 理 论、K 矩 阵

理论、S 矩 阵 理 论 等; 另 一 类 是 类 束 缚 态 处 理 方

法，即基 于 成 熟 的 束 缚 态 处 理 方 法 来 研 究 共 振

态，例如 复 标 度 法［5］、解 析 延 拓 法［6］、实 稳 定 方

法［7-9］等 ．其中 比 较 简 单 的 一 种 方 法 是 实 稳 定 方

法，其主要物理思想为通过检验本征能量对于基

空间维数的稳定性来区分不同的量子态 ．即在分

立谱能区，各束缚态的本征能量不会随基空间维

数的改变而改变 ．但 在 连 续 谱 能 区，各 散 射 态 的

本征能量多数会随 基 空 间 维 数 的 增 加 而 逐 渐 降

低 ．但仍有一些特 殊 的 散 射 态，其 本 征 能 量 几 乎

不 随 基 空 间 维 数 的 增 加 而 改 变，称 之 为 实 稳 定

态，可以认为其对 应 于 单 粒 子 共 振 态 ． 文 献［7］

和［8］分别 在 谐 振 子 基 空 间 和 坐 标 空 间 内 应 用

实 稳 定 方 法，讨 论 了 一 维 势 场 中 的 单 粒 子 共 振

态问题 ．
本文尝试利用坐标空间的实稳定方法，求解一

维势场中的单粒子本征方程，得到单粒子散射态的

本征能量和本征波函数，并寻找其中的共振态，进一

步给出相应的 Wigner 函数，分析单粒子散射态与其

中共振态的相空间分布特征．
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1 理论方法与数值细节

为便于理解，这里以一个简单的一维势场为例

来说明问题，如图 1 所示，其可表示为

图 1 一维势场 V( x) ，其中 w1、w2、h 分别

对应着势场的阱宽，垒宽和垒高．

V( x) =

+∞， x＜0
0， 0≤x＜w1

h， w1≤x＜w1+w2

0， w1+w2≤x











( 1)

势场参数选取为: 阱宽 w1 = 1，垒宽 w2 = 1，垒高 h = 5
( 在这样的势场下，既存在类似于束缚态的共振态，同

时存在一般的散射态) ．在势场 V( x) 中，单粒子本征

能量和本征波函数满足一维定态的薛定谔方程:

－ 
2

2m
d2

dx2
+V( x)[ ] ψ( x) = Eψ( x) ( 2)

为方便讨论，采用自然单位，即 =m= 1．在给定的一

维势场下，薛定谔方程可进一步分段写为下列方程

组形式:

ψ″1( x) +2Eψ1( x) = 0， 0≤x＜w1

ψ″2( x) +2( E－h) ψ2( x) = 0， w1≤x＜w1+w2

ψ″3( x) +2Eψ3( x) = 0， w1+w2≤x{ ( 3)

并且本征波函数应当满足如下边界条件和连续性条件:

ψ1( 0) = 0

ψ1( w1 ) = ψ2( w1 )

ψ'1( w1 ) = ψ'2( w1 )

ψ2( w1+w2 ) = ψ3( w1+w2 )

ψ'2( w1+w2 ) = ψ'3( w1+w2 )













( 4)

而散射态波函数在无穷远处将渐近趋于平面波形

式，因此在坐标空间数值求解上述方程组时需引入

坐标截断．对于束缚态，当所选取的坐标截断足够大

时，本征能量等结果将不受截断参数影响，但对于散

射态，结果将敏感依赖于截断参数的选取，这是由于

散射态波函数本身的空间延展性所导致的．理论上

发展了一系列的类束缚态处理方法来解决这个问

题，如实稳定方法等．实稳定方法在不同大小的基空

间上求解本征值问题，通过检验本征能量对于基空

间维数的稳定性来区分不同的量子态．若选择的基

空间是谐振子基空间［7］，则通过改变谐振子基的数

目来实现基空间大小的改变; 若选择的基空间是坐

标空间［8，9］，则通过改变坐标空间( 形象的将坐标空

间的选取比作“盒子”，即表示数值计算所选取的坐

标空间的大小) 的大小来实现基空间大小的改变．对
于一维系统，坐标空间取为－xm≤x≤xm，可以得到本

征能量随“盒子”大小 xm 的变化关系．数值模拟过程

中，利用 shooting 方法，根据不同的空间截断的选

取，求解了上述薛定谔方程，得到对应本征波函数以

及本征能量．
本文使用的是坐标空间的实稳定方法，对于一

般情况，当增大波函数的存在范围，即增大“盒子”
大小时，粒子位置的不确定度相应地增大，根据不确

定度关系，此时粒子动量的不确定度将随之减小，本

征能量也相应减小．但存在一类特殊情况，其能量随

“盒子”大小改变而变化很小，这些态就对应着共振

态．这是由于单粒子共振态波函数主要分布于势阱

内，其位置不确定度基本不受“盒子”大小的影响，

因此相应的本征能量也基本不受“盒子”大小的

影响．
由坐标空间单粒子波函数 ψ( x) 可以定义相应

的 Wigner 函数［1，10］:

W( x，p) =

1
2π∫

+∞

－∞
ψ * x + x'

2( ) ψ x － x'
2( ) exp

ipx'
( ) dx' ( 5)

利用实稳定 方 法 求 解 得 到 散 射 态 与 其 中 共 振 态

的本征波函数，可以给出相应的 Wigner 函数，用

于分析单粒 子 散 射 态 与 其 中 共 振 态 的 相 空 间 分

布特征 ．

2 共振态与散射态的分布特征

在图 1 所示一维势场下，我们利用坐标空间

的实稳定方法求解本征值问题，分别给出了主量

子数 n = 1、2、3、4、5 时各本征能量随“盒子”大小

的变化关系，如图 2 所示 ．可以看出各本征能量总

体随“盒子”增大而减小，但存在一个特殊的“盒

子”区间，其 中 本 征 能 量 出 现 稳 定 的 平 台 ( E≈
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2 ．7) 且基本不随 xm 的增加而改变 ．基于之前的物

理分析，可以认为平台处的解即对应于单粒子共

振态 ．

图 2 一维势场中，各本征能

量随“盒子”大小的变化

为了更直观理解单粒子共振态与一般散射态的

差异，这里分别给出主量子数 n= 1、2、3、4、5 所对应

的本征波函数，如图 3 所示．其中包括: ( a) 为图 2 中

平台处( E≈2．7) 所对应的共振态波函数，相对应的

“盒子”大小 xm 分别为 2．5、3．5、5、6．5、8; ( b) 和( c)

分别为固定本征能量( E≈1．6 为例) ，相对应的“盒

子”大小 xm 分别为 3．5、5、6．5、8、10 和固定“盒子”
大小( xm = 9 为例) 给出的散射态波函数．可以发现，

对于单粒子共振态，其波函数主要分布于势阱内，在

势阱外振幅明显衰减，并且具体分布形式与“盒子”
大小 xm 的选取基本无关; 对于选取不同“盒子”大

小而固定本征能量的单粒子散射态，其波函数在势

图 3 一维势场中，( a) 本征能量 E≈2．7 的

单粒子共振态波函数，( b) 本征能量 E
≈1．6 的单粒子散射态波函数，( c) 固

定盒子大小 xm = 9 时的单粒子散射态

波函数

阱内振幅很小，主要分布于势阱外，并且具体分布形

式也与“盒子”大小 xm 的选取基本无关; 此外还可

以发现，由于散射态波函数主要分布在势阱以外，因

此外部 波 函 数 的 差 异 将 会 明 显 导 致 散 射 能 量 的

改变．
如前所述，在给出平台条件得到共振态能量

后，单粒子共振态波函数的空间分布就基本确定

了 ．因此下面以主量子数 n = 1 的单粒子本征态为

例，选取 其 共 振 态 能 量 E≈ 2 ． 7 且“盒 子”大 小

xm = 2．5 ( 图 3 ( a) 情 形) 进 一 步 分 析 其 Wigner 函

数，并选取 主 量 子 数 n = 1，本 征 能 量 E≈1 ． 6 且

“盒子”大小 xm = 3．5 的散射态( 图 3 ( b) 情形) 相

应作比较 ．

3 Wigner 函数分布

3．1 单粒子共振态的 Wigner 函数

图 4 即一维势场中，单粒子共振态的 Wigner 函

数的三维分布图．可以发现，共振态的 Wigner 函数

主要分布于势阱内( 0＜x＜1) ，在势阱外的贡献很小，

这与单粒子共振态波函数的空间分布一致; 动量方

向上，Wigner 函数随动量 p 绝对值增大而震荡衰减．

图 4 一维势场中，单粒子共振态的

Wigner 函数的三维分布图

Wigner 函数既可以取正值，也可以取负值，而

取负值正是体系非经典性质的反映．为更直观地体

现非经典特性，进一步给出 Wigner 函数的二维 Con-
tour 图，如图 5 所示，其中阴影部分表示函数负值区

域．可以发现，单粒子共振态的 Wigner 函数在相空

间中出现明显的负值区域．在坐标 x≈0．7 处，亦即在

势阱中，当动量 p≈±7 时，函数的负值达到极小，这

表明此时的量子效应最为显著; 此外，当动量 p 绝对

值较小时，Wigner 函数恒为正值．这是由于 Wigner
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函数中的低动量成分对应于粒子能量较低的情况，

此时粒子基本被囚禁在势阱当中，倾向于准经典

情形．

图 5 一维势场中，单粒子共振态的 Wigner
函数的 Contour 图

3．2 单粒子散射态的 Wigner 函数

图 6 即一维势场中，单粒子散射态的 Wigner 函

数的三维分布图．可以发现，单粒子散射态的 Wigner
函数主要分布于势阱外，在势阱内( 0＜x＜1) 的贡献

很小，这与单粒子散射态波函数的空间分布一致; 动

量方向上，随着动量 p 绝对值的增大，其 Wigner 函

数也是震荡衰减的．

图 6 一维势场中，单粒子散射态的

Wigner 函数的三维分布图

进一步给出相应 Wigner 函数的二维 Contour
图，如图 7 所示，其中阴影部分表示函数负值区域．
可以发现，单粒子散射态的 Wigner 函数在相空间中

也出现明显的负值区域，但分布行为与共振态的结

果有所差异，其极小值出现的位置移动到势垒之中．
即在坐标 x≈1．5 处，当动量 p≈±3 时，函数的负值

达到极小，这表明此时的量子效应最为显著．

图 7 一维势场中，单粒子散射态的 Wigner
函数的 Contour 图

4 结论

本文利用坐标空间的实稳定方法，求解了一维

特殊势场中的单粒子本征方程，分别从本征能量和

本征波函数两方面对单粒子散射态，特别是其中的

共振态进行了讨论，并根据对应的本征波函数计算

了 Wigner 函数，分析了单粒子散射态与其中共振态

的相空间分布特征．研究发现，对于一维势场中的单

粒子共振态，其 Wigner 函数主要分布于势阱内，在

势阱外的贡献很小，并且在势阱内函数的负值达到

极小，这表明此时量子效应在势阱内相对更为显著;

对于一般的单粒子散射态( 非共振态) ，其 Wigner 函

数主要分布于势阱外，在势阱内的贡献很小，并且在

势垒中函数的负值达到极小，这表明此时量子效应

在势垒中相对更为显著．该讨论内容可用于量子力

学课程相关章节的教学环节中，对于丰富教学内容，

加深对于波函数与 Wigner 函数物理内涵的认识是

一种很好的尝试．此外，Wigner 函数在相空间的具体

分布行为可作为除本征能量与本征波函数之外，区

分共振态与一般散射态的另一判据，特别是该判据

更易在实验测量中作验证．该讨论也可进一步应用

于原子和原子核中单粒子共振态和散射态物理的研

究中．
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Key words: physical cognition; physics; process of cognition
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Solving the Wigner function of single－particle resonant
state based on real stabilization method
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Abstract: Using the real stabilization method in coordinate space，the eigen－function of the single particle scat-
tering state and resonant state in a one-dimensional potential are solved．In addition，the corresponding Wigner func-
tions are given from the single－particle eigen－wave function，and the characteristic distribution of these Wigner
functions in phase space is analyzed，which is proved to be a useful tool to distinguish the single－particle resonant
state from the general scattering state and thus can be used as a criterion for studying the quantum properties in the
relevant quantum measurement experiments．
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